ENS de Lyon L3 — Mesure & Intégration TD06

Cantor & Stieljes

Exercice 1 — Mesures image. Soit (X1, %), (X2, Z) deux espaces mesurables et f : X; — X, une fonction mesurable.
Soit i1 une mesure sur (Xi, .73), pour tout ensemble mesurable B € .%, on pose

(fe)(B) = p(f(B)).
1. Montrer que fyu est une mesure sur (Xy, %).
2. Soit g : X, — R une fonction mesurable. Montrer que g est fu-intégrable si et seulement si g o f est y-intégrable,

et que dans ce cas
f gdfsu = f go fdu.
X2 Xi

Exercice 2 — Cardinal de #(R). Montrer que #(R) est en bijection avec R.

Exercice 3 — Mesure invariante par homothétie. Soit X =]0, +oo[. On se place sur (X, Z(X), A|x) olt A est la mesure de
Lebesgue et on pose p(A) = fA @ pour A € B(X).
1. Montrer que la mesure de Lebesgue A sur R est I'unique mesure invariante par translation telle que A([0, 1]) = 1.
2. Montrer que u est une mesure invariante par homothétie de rapport strictement positif.
3. Montrer que u est I'unique mesure sur (X, (X)) invariante par homothétie et telle que u([1,¢]) = 1.

4. Soit exp : R — X la fonction exponentielle, montrer que u = exp, A.

Exercice 4 — L’ensemble triadique de Cantor. On définit par récurrence la suite d’ensembles (Kg”))nzo de la maniére
suivante : on pose Kéo) = [0,1] puis Kgl) est obtenu en découpant Kéo) en trois intervalles de méme taille et en ne
gardant que les deux intervalles fermés extrémes, autrement dit K(31) =0, %] U [%, 1]. Puis K(32) est obtenu en faisant
subir le méme sort aux deux intervalles constituant Kél), et ainsi de suite . . .

1. Montrer que la suite (Ké"))nzo est une suite de compacts emboités. En déduire que I'ensemble K3 = (1,5 Ké"),

appelé ensemble triadique de Cantor, est un compact non vide de [0, 1].
2. Montrer que K3 est un ensemble mesurable négligeable.
3. @ Exercice de rédaction délicat. Vérifier que

Ko={Y 2 s o € 0,21N).

nx1
4. En déduire que K3 n’est pas dénombrable.
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Ficure 1 — Les premieres étapes de la contruction de K.

Exercice 5— Volume des pavés. Soit Az la mesure de Lebesgue sur R?, et & un pavé fermé de la forme 2 = [T%, [a;, bi].
Montrer que
d

A(2) = [ [ i - .
i=1
Montrer que le résultat est également vrai lorsque & est un pavé ouvert.
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Exercice 6 — Mesure de Stieltjes. Soit F : R — R, une fonction croissante et continue a droite. Le but de cet exercice
est de montrer qu’il existe une unique mesure r sur (R, Z(R)), appelée mesure de Stieltjes de F, telle que

Va<beR, up(la,bl)=F®b)-F@).

1. Montrer que si une telle mesure existe, alors elle est unique.

2. Une premiere construction. Pour A C R, on pose

p (@) = inf { " F) = F@) : (an b, A < [l bul}
n>1 n>1

(a) Montrer que p* est une mesure extérieure.

(b) Montrer que les intervalles (]a, b]),<per sont y*-mesurables.

(c) Conclure.
3. Une deuxieme construction (admettant I'existence de la mesure de Lebesgue A). On définit G I'inverse généralisée de

F par:
G: R — R U {+o0}
y v inf{xeR: F(x)>y}.

(a) Vérifier I'équivalence G(y) < z & F(z) > y pour y,z € R et en déduire que G est mesurable.

(b) Vérifier que la mesure image de A par G convient.
4. Montrer que yr est sans-atome si et seulement si F est continue.
5. Quelle est la mesure de Stieltjes associée a la fonction F = id?

6. Existe-t-il une mesure non-nulle étrangere par rapport a la mesure de Lebesgue et sans-atome ?
Rappel : Une mesure 1 est dite sans-atome si la mesure des singletons est nulle (la mesure de Lebesgue est sans-atome).
Deux mesures |1 et v sont étrangeres sur (X, 7) s'il existe un ensemble A € T tel que u(A) = 0 et v(A°) = 0.

7. Soit y une mesure sur (R, Z(R)) finie sur les compacts. On pose

u(o,x]) six>0

VxeR, Fux)= {—y(]X,O]) sinon .

Montrer que F, est a valeurs dans R, croissante et continue a droite.
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