ENS de Lyon L3 - Mesure & Intégration TD07

Mesurabilité, Riemann-intégrabilité et espace {F(N)

Exercice 1— Application de la régularité de la mesure de Lebesgue. Soit E € (R?) de mesure de Lebesgue A4(E) non
nulle. Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que %(0,¢) C Diff(E) = {x—y : x € E,y € E}.
Indication : On pourra commencer par trouver un compact K et un ouvert U tels que K € E C U, A4(K) > 0 et A4(U) < 244(K).

Exercice 2 — Mesure de Stieltjes. Soit F : R — R, une fonction croissante et continue a droite. Le but de cet exercice
est de montrer qu’il existe une unique mesure ur sur (R, Z(R)), appelée mesure de Stieltjes de F, telle que

Ya<beR, ug(a, b])=F@)-F@).

1. Montrer que si une telle mesure existe, alors elle est unique.

2. Une premiere construction. Pour A C R, on pose

() = inf {3 Fb) = F@) 5 (bl A < b1}
n>1 n>1
(a) Montrer que u* est une mesure extérieure.
(b) Montrer que les intervalles (]a, b]),<per sont y*-mesurables.
(c) Conclure.

3. Une deuxieme construction. On définit G 'inverse généralisée de F par :

G: R — R U {400}
y + inf{xeR : F(x) > y}.
(a) Vérifier I'équivalence G(y) < z & F(z) > y pour y,z € R et en déduire que G est mesurable.
(b) Vérifier que la mesure image de A par G convient.
4. Montrer que ur est sans-atome si et seulement si F est continue.
5. Quelle est la mesure de Stieltjes associée a la fonction F = id ?

Exercice 3 — Critére de Riemann-intégrabilité. Soit f : [a,b] — R une fonction mesurable bornée. L'oscillation de f en
x € [a, b] est définie par

w(x) = I}Lrgl sup |f(y) — f(2)l ou Iy(x)=I[a,blN[x—hx+Hh].

v, z€L (x)

1. Montrer que f est continue en x si et seulement si w(x) = 0.

2. Soient (0, = [a = xg < x,ll < -+ < & = b])y»1 une suite croissante de subdivisions dont le pas tend vers 0, et les

suites de fonctions en escalier définies par

sup . f(y) sixe K ou0<k<n

() = infp f(y) sixely =[x [ou0<k<n
P = 0 six=b

0 sizx=bh et w”(x)z{

Montrer que les suites (¢;)n>1 €t ({n)s>1 SONt monotones et que
Jim vn = Jim pn =0 A

3. En déduire que f est Riemann-intégrable si et seulement si f est continue A-p.p..
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Exercice 4 — Les espaces {'(N). 1. Intégrale par rapport a la mesure de comptage. Soit X un ensemble. Considérons
I'espace mesuré (X, Z(X), m) ou #(X) est'ensemble des parties de X et m la mesure de comptage sur (X, #(X)).
Soit une application f : (X, #(X)) — C.

a) Montrer que f est mesurable.

b) Supposons f positive. Montrer que :
ffdm = Zf(x) = sup{Zf(i) : I partie finie de X}
X xeX iel

2. Soit (X, &7, it) un espace mesuré quelconque et p > 0. On définit :
V(X o, p)=1{f: (X, &) — (C,#(C)) mesurable; flflpdy < +o0}
X

Dans le cas particulier ot (X, «7, ) = (N, Z(N), m) (o1 m est la mesure de comptage sur N), on note :
P(N) := ZP(N, Z(N), m)

Montrer que

fe LN, P(N),m) = Z|f(n)|” < +00

neN

3. Soit g > p. Montrer que
#(N) c £1(N)

Exercice 5 — Emboitements des espaces de Lebesgue. Soit (X, <7, 1) un espace mesuré ol | est une mesure positive.

1. Soient1 < p; < p < po < +oo. Montrer que

LP(X, ) © LX) + L (X, ) -
2. Soient 1 < p < g < +oco. Montrer que pour toutp <r <gq,ona

LX) N LI, 1) € L(X, ).

Exercice 6 — Super-Holder. Soit (X, o7, 1) un espace mesuré. Soient p,q € [1, +0c0] et r défini par % =
que pour toutes fonctions f € LP(X, p) et g € L9(X, u), ona fg e L'(X, u) et

1,1
= + 2. Montrer
, + ;- Montre

gl < 1Al llgllia -
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