
ÉNS de Lyon L3 – Mesure & Intégration TD11

Changements de variables

Exercice 1 – Mesure sur la sphère. On note λd la mesure de Lebesgue sur Rd, Sd−1 = {x ∈ Rd : ||x||2 = 1} la sphère unité
de Rd, et on définit pour A ∈ B(Sd−1) :

γ(A) = {rx : r ∈ [0, 1], x ∈ A} ∈ B(Rd) et σd(A) = dλd(γ(A)) .

1. Montrer que σd est une mesure positive finie sur B(Sd−1).

2. On rappelle qu’une isométrie est une fonction linéaire φ : Rd
→ Rd vérifiant ∥φ(x)∥ = ∥x∥. Montrer que pour

toute isométrie φ, on a φ∗σd = σd.
Indication : On pourra commencer par montrer que φ∗λd = λd. Rappel : On dit que φ : Rd

→ Rd est une isométrie lorsque φ est linéaire
et ∥φ(x)∥ = ∥x∥.

3. On note T : [0, 2π) 7→ S1 l’application bijective T(θ) = (cos(θ), sin(θ)) et λ la restriction de la mesure de Lebesgue
à [0, 2π), montrer que σ2 = T∗λ.

4. Montrer que pour toute fonction mesurable f : Rd
→ R+, on a∫

Rd
f (x) dx =

∫
R+×Sd−1

f (rz)rd−1 (λ ⊗ σd)(dr,dz) .

Indication : Commencer par le cas où f = 1B avec B = {rz ∈ Rd : z ∈ A, a < r ≤ b} pour un A ∈ B(Sd−1) et 0 < a < b.

5. Que donne cette formule si f est radiale, i.e. s’il existe f0 : R+ → R+ telle que f = f0(∥·∥) ?

Exercice 2 – Gaussiennes et volume de la boule unité. On rappelle que la fonction Γ est définie pour tout x > 0 par

Γ(x) =
∫ +∞

0
e−ttx−1 dx.

1. Calculer
∫

R
exp (−x2) dx.

Indication : On pourra élever cette quantité au carré.

2. Soit Bd la boule euclidienne de rayon 1 centrée en 0, montrer que

λd(Bd) =
πd/2

Γ
(

d
2 + 1

) .
Indication : On pourra calculer

(∫
R

exp (−x2) dx
)d

de deux façons différentes.

Exercice 3 – Changement de variable de Pólya. Soient f : R→ R une fonction intégrable et γ > 0. Montrer que∫
R

f
(
x −
γ

x

)
dx =

∫
R

f (x) dx .

Exercice 4 – Transformée de Fourier de la loi de Cauchy. On considère les fonctions de densité suivantes :

fN : R −→ R
x 7−→

1
√

2π
e−x2/2 et

fC : R −→ R
x 7−→

1
π

1
1+x2

.

Remarque : fN est la densité de la loi normale standard N (0, 1) tandis que fC est la densité de la loi de Cauchy standard C (0, 1) (par rapport à
la mesure de Lebesgue λ).

1. Montrer que pour toute fonction 1 : R→ C continue à support compact, on a :∫
R2
1
(u

v

)
fN(u) fN(v) dλ2(u, v) =

∫
R
1(x) fC(x) dx .

2. Calculer ΦN(t) =
∫

R
eitu fN(u) du pour tout t ∈ R.

3. En déduire ΦC(t) =
∫

R
eitx fC(x) dx pour tout t ∈ R.
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Exercice 5 – Des calculs explicites. On considère les ouverts de R2 suivants :

Ω = {(x, y) ∈ R2 : 1 < x2 + 4y2 < 4, x > 0, y > 0} , G = {(x, y) ∈ Ω : y < x} ,

Ω′ = {(x′, y′) ∈ R2 : 1 < x′ < 4, y′ > 0} , G′ = {(x′, y′) ∈ Ω′ : y′ < 1} ,

et on introduit la fonction :
f : R2

−→ R

(x, y) 7−→

 x2
−4y2

4x2 si x , 0
0 sinon .

1. Montrer qu’il existe un difféomorphisme T de Ω dans Ω′ qui envoie G sur G′.

2. Montrer que f est mesurable, intégrable sur G et calculer son intégrale.

3. f est-elle intégrable sur Ω?

Exercice 6 – Calculer « simplement »
∫ +∞

0
sin x

x dx. On pose Ωa =]0, a[×]0,+∞[ où a > 0 et on considère la fonction :

f : R2
−→ R

(u, v) 7−→

 sin(u)
u e−v si u , 0

e−v sinon .

1. Montrer que f est intégrable sur Ωa.

2. Montrer que T : R2
→ R, (x, y) 7→ (x, xy) est un difféomorphisme sur Ωa.

3. Calculer
∫ a

0
sin x

x dx pour tout a ∈ R et en déduire la valeur de
∫ +∞

0
sin x

x dx.

Exercice 7 – Changement de variables sphérique. On se place dans Rd muni de la norme euclidienne. Pour quels réels
α les fonctions ∥ · ∥α1B(0,1) et ∥ · ∥α1Rd\B(0,1) sont-elles intégrables?
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