ENS de Lyon L3 - Mesure & Intégration TD11

Changements de variables

Exercice 1 - Mesure sur la sphére. On note A, la mesure de Lebesgue sur R, S 1 =(xeR?: |xll, =1} 1la sphere unité
de R?, et on définit pour A € B(S*!):

y(A)={rx : re[0,1,xe A} e BRY) et  04(A) = dAi(y(A)).

1. Montrer que o, est une mesure positive finie sur Z(S%1).

2. On rappelle qu'une isométrie est une fonction linéaire ¢ : RY — R? vérifiant llp()ll = llx[|. Montrer que pour
toute isométrie ¢, on a p.o4 = 0y4.
Indication : On pourra commencer par montrer que g, Ay = A4. Rappel : On dit que ¢ : RY — R? est une isométrie lorsque ¢ est linéaire
et [lpQ)ll = lx]|.

3. Onnote T : [0,27) > S! I'application bijective T(6) = (cos(6), sin(6)) et A la restriction de la mesure de Lebesgue
a [0, 2r), montrer que 07 = T.A.

4. Montrer que pour toute fonction mesurable f : R? — R, on a

f F(x)dx = f frz)P 1 (A ® 04)(dr, dz) .
R4 R, xSd-1

Indication : Commencer par le cas oit f = 1gavecB={rz€R? : z€ A, a<r < b} pourun A € B(S*)et0<a<b.

5. Que donne cette formule si f est radiale, i.e. s’il existe f : R+ — R, telle que f = fo(||-l[)?

Exercice 2 — Gaussiennes et volume de la boule unité. On rappelle que la fonction I est définie pour tout x > 0 par

+00
I'(x) = f P du.
0

1. Calculer fRexp (=x?) dx.

Indication : On pourra élever cette quantité au carré.

2. Soit B4 la boule euclidienne de rayon 1 centrée en 0, montrer que

12

d
Indication : On pourra calculer ( fR exp (—x?) dx) de deux fagons différentes.

Aa(Bg) =

Exercice 3 — Changement de variable de Pélya. Soient f : R — R une fonction intégrable et y > 0. Montrer que

Lf(x—%)dx:\fRf(x)dx.

Exercice 4 — Transformée de Fourier de la loi de Cauchy. On consideére les fonctions de densité suivantes :

fn: R — R fc: R — R
X 1,22 et 1
\2n 1+x2

X >

A=

Remarque : fy est la densité de la loi normale standard (0, 1) tandis que fc est la densité de la loi de Cauchy standard €'(0, 1) (par rapport a
la mesure de Lebesgue A).

1. Montrer que pour toute fonction g : R — C continue a support compact, on a:

fR 9(5) 00 (@) dAa(,0) = fR 900 fe() dx.

2. Calculer Oy (t) = fR e f(u) du pour tout t € R.
3. En déduire ®c(t) = [, ¢ fc(x) dx pour tout t € R.
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Exercice 5— Des calculs explicites. On consideére les ouverts de R? suivants :

Qz{(x,y)eR2 : 1<x2+4y2<4,x>0,y>0}, G={(xy)eQ:y<xal,
Q ={(,y)eR?*: 1<x <4,y >0}, G ={,y)eQ :y <1},
et on introduit la fonction :
f: R — R
x2—4y? .
—=— SlXx # 0
X, — 4
(. y) {0 sinon .

1. Montrer qu’il existe un difféomorphisme T de ) dans ()’ qui envoie G sur G’.
2. Montrer que f est mesurable, intégrable sur G et calculer son intégrale.

3. f est-elle intégrable sur Q?

Exercice 6 — Calculer « simplement » j;oo % dx. On pose Q, =]0,a[x]0, +oo[ o1 a > 0 et on considere la fonction :

f: R — R
o) — —SirL(”)e‘” siu#0
! e sinon .

1. Montrer que f est intégrable sur Q,.

2. Montrer que T : R?> = R, (x,y) — (x, xy) est un diffSomorphisme sur Q,.

3. Calculer fou SILX dx pour tout a € R et en déduire la valeur de fom S gy,

Exercice 7 — Changement de variables sphérique. On se place dans R? muni de la norme euclidienne. Pour quels réels
a les fonctions || - ||*TLg0,1) et || - [|*Lrey z(0,1) sOnt-elles intégrables ?
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