ENS de Lyon L3 - Mesure & Intégration TD12

Mesures Complexes, Théoréme de Radon-Nikodym & Décomposition de
Lebesgue

Exercice 1—. Soit 1 une mesure positive non nulle sur [0, 27t]. Soit :

H:[0,2n] — R?
0 +— (cos(6), sin(0))

La mesure v = u(H™(-)) peut-elle étre a densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R*?

Exercice 2 — Quantification de l'absolue continuité. 1. Supposons que u et v soient deux mesures sur 'espace
mesurable (X, &7), la mesure u étant positive et v étant une mesure complexe. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :

(@ vy,
(b) Pour tout ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout A € o/ avec u(A) < dona [v(A)| < e.
2. Que se passe-t-il si v est maintenant une mesure positive ?
Exercice 3 — Un contre-exemple. Soit u la mesure de comptage sur (R, Z(R)).
1. Montrer que la mesure de Lebesgue A est absoluement continue par rapport a la mesure p.
2. Montrer qu’il n’existe pas de fonction mesurable f : R — R, telleque A = f - u.

3. Conclure.
Exercice 4 — Décomposition des mesures finies. On note A la mesure de Lebesgue sur (R, Z((R)). On se propose de
montrer le résultat suivant :

Soit ¢ une mesure finie sur (R, Z((R)). Alors, il existe trois mesures boréliennes i, 15 et s telles que :

U= Hac + Us + Usc

Hae K A, Us = Z aid, avecay >0etar €R
keN
pse LA, ¥Vx €R, ps({x}) =0 (c’est-a-dire y, est sans atome)

1. (a) Montrer que I'ensemble D = {a € R : u({a}) > 0} est dénombrable.
(b) On pose us(A) = u(A N D) pour tout A € B(R). Montrer que ;s est une mesure sur X, et que de plus

s = ) ullahs, .

aeD

(c) En déduire qu’il existe une mesure borélienne sans atome v sur X telle que y = v + ys.

2. Conclure.

Exercice 5 — Espace des mesures signées. 1. Montrer que .# (R) 'espace des mesures boréliennes signées sur R est
un espace de Banach pour la norme ||| : u — [ul(R).

2. Soit (X, <7, u) un espace mesuré fini. Montrer que pour tout f € LY(X, «7,v), onallflly = |If - vl ot |lll : u + |ul(X).

Exercice 6 — Mesure complexe. Soit (X, </, 11) un espace mesuré, et soit f : X — C une fonction de L!(p).

1. Montrer que l'application v : &/ — C définie pour tout A € .7 par

va) = [ fau

définie une mesure complexe.
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2. Montrer qu'il existe une fonction mesurable /i : X — C telle que |h(x)* = 1 [v|-presque partout, et telle que pour

tout A € &7,
v(A) = fhdlvl.
A

Indication : On pourra utiliser le résultat du lemme des moyennes (voir Exercice 2 du TD 5).

3. En déduire que pour tout A € &/, on a
pi) = [ ifda
A

Exercice 7 — La décomposition de Jordan est minimale. Soit 11 une mesure réelle sur un espace mesurable (X, .27). On
rappelle que la décomposition de Jordan de p est donnée par

lul + p __ lul-w
+ _ 0 [ ML
U= 5 et u >
1. Montrer qu’il existe {A*, A™} une partition de X composée d’éléments de </ telle que u* est portée par A* et
VEe o/, u*(E)==zxu(ENA®).
2. Montrer que la décomposition de Jordan est minimale au sens que si u; et p sont deux mesures positives
bornées telles que u = p1 — pip, alors ug > pu* et pp > ™.

Exercice 8 — Mesure complexe et partition finie. Soit ;1 une mesure complexe sur un espace mesurable (X, 7). Montrer
que

VE € .o/, |ul(E) =sup {Z |t(Ep)l = (Ex)1<k<n partition finie de E} .
k=1
1<k<n SOt 2 & 2 disjoints, on a
|ul(E) < A[ U Ek] +e < AE) +e.
1<k<n

En faisant ¢ — 0, on obtient le résultat souhaité.
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