
Le théorème de Noether.

On considère un lagrangien possédant une symétrie infinitésimale :

𝑞𝑖
′ = 𝑞𝑖 + 𝜖𝑔𝑖 𝑞, 𝑡

Cela se traduit au niveau du Lagrangien par l’existence d’une quantité ℱ 𝑞, 𝑡 telle que :

𝛿ℒ = ℒ 𝑞 + 𝛿𝑞, ሶ𝑞 + 𝛿 ሶ𝑞, 𝑡 − ℒ 𝑞, ሶ𝑞, 𝑡 = 𝜖
𝑑ℱ 𝑞, 𝑡

𝑑𝑡
+ 𝑜 𝜖

Le Théorème de Noether stipule alors que la quantité :

𝑄 =෍

𝑖

𝜕ℒ

𝜕 ሶ𝑞𝑖
𝑔𝑖 −ℱ

est conservée au cours de la dynamique. On appelle charge de Noether cette grandeur 
associée à la symétrie de ℒ



Application : Vecteur de Runge-Lentz
Pour le cas du problème de Kepler :

ℒ =
𝑚 Ԧ𝑣2

2
+
𝑘

𝑟
On considère la transformation :

𝑞𝑖
′ = 𝑞𝑖 + 𝜖𝑚 ሶ𝑞𝑖𝑞𝑘 −

1

2
𝑞𝑖 ሶ𝑞𝑘 −

1

2
𝛿𝑖𝑘 Ԧ𝑟 Ԧ𝑣

ሶ𝑞𝑖
′ = ሶ𝑞𝑖 + 𝜖𝑚

1

2
ሶ𝑞𝑖 ሶ𝑞𝑘 −

𝛿𝑖𝑘
2

Ԧ𝑣2 −
𝑘

2𝑚

𝑞𝑖𝑞𝑘
𝑟3

+
𝑘

2𝑚

𝛿𝑖𝑘
𝑟

ℱ =
𝑚𝑘Ԧ𝑟. Ԧ𝑒𝑘

𝑟

𝑄𝑅𝐿 = 𝑚2෍

𝑖

ሶ𝑞𝑖 ሶ𝑞𝑖𝑞𝑘 −
1

2
𝑞𝑖 ሶ𝑞𝑘 −

1

2
𝛿𝑖𝑘 Ԧ𝑟 Ԧ𝑣 −

𝑚𝑘Ԧ𝑟. Ԧ𝑒𝑘
𝑟

= 𝑚 Ԧ𝑣 ∧ Ԧ𝑟 ∧ 𝑚 Ԧ𝑣 . Ԧ𝑒𝑘 −
𝑚𝑘Ԧ𝑟. Ԧ𝑒𝑘

𝑟



Détails du calcul pour le vecteur de Runge-Lentz

𝑥′ = 𝑥 +𝑚𝜖 𝑣𝑥𝑥 −
1

2
𝑥𝑣𝑥 −

1

2
Ԧ𝑟 Ԧ𝑣

𝑣𝑥
′ = 𝑣𝑥 +𝑚𝜖 ሶ𝑣𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑣𝑥 −

1

2
𝑣𝑥𝑣𝑥 −

1

2
𝑥 ሶ𝑣𝑥 −

1

2
Ԧ𝑟 ሶԦ𝑣 −

1

2
Ԧ𝑣2

𝑣𝑥
′ = 𝑣𝑥 +𝑚𝜖

1

2
−
𝑘

𝑚

𝑥

𝑟3
𝑥 +

1

2
𝑣𝑥𝑣𝑥 −

1

2
Ԧ𝑟 −

𝑘

𝑚

Ԧ𝑟

𝑟3
−
1

2
Ԧ𝑣2

𝑣𝑥
′ = 𝑣𝑥 +𝑚𝜖

1

2
𝑣𝑥𝑣𝑥 −

1

2
Ԧ𝑣2 −

𝑘𝑥2

2𝑚𝑟3
+

𝑘

2𝑚𝑟

Transformation de la vitesse :



Détails du calcul pour le vecteur de Runge-Lentz

𝑚 Ԧ𝑣 ′2

2
=
𝑚 Ԧ𝑣2

2
+
𝑚2𝜖

2

𝑣𝑥𝑣𝑥 − Ԧ𝑣2 −
𝑘𝑥2

𝑚𝑟3
+

𝑘

𝑚𝑟
𝑣𝑥 +

𝑣𝑦𝑣𝑥 −
𝑘𝑥𝑦

𝑚𝑟3
𝑣𝑦 +

𝑣𝑧𝑣𝑥 −
𝑘𝑥𝑧

𝑚𝑟3
𝑣𝑦

𝑚 Ԧ𝑣 ′2

2
=
𝑚 Ԧ𝑣2

2
+ 𝜖 −

𝑚𝑘𝑥

2𝑟3
Ԧ𝑟 Ԧ𝑣 +

𝑚𝑘𝑣𝑥
2𝑟

Transformation de l’énergie cinétique :



Détails du calcul pour le vecteur de Runge-Lentz

𝑘

𝑟′
=
𝑘

𝑟
−
𝑘 Ԧ𝑟

𝑟3
. Ԧ𝑟′ − Ԧ𝑟

𝑘

𝑟′
=
𝑘

𝑟
−
𝑚𝑘𝜖

𝑟3

𝑣𝑥𝑥 −
1

2
𝑥𝑣𝑥 −

1

2
Ԧ𝑟 Ԧ𝑣 𝑥 +

𝑣𝑦𝑥 −
1

2
𝑦𝑣𝑥 𝑦 +

𝑣𝑧𝑥 −
1

2
𝑧𝑣𝑥 𝑧

𝑘

𝑟′
=
𝑘

𝑟
−
𝑚𝑘𝜖

𝑟3
𝑥

2
𝑥𝑣𝑥 + 𝑦𝑣𝑦 + 𝑧𝑣𝑧 −

𝑣𝑥𝑟
2

2

𝑘

𝑟′
=
𝑘

𝑟
−
𝑚𝑘𝜖

𝑟3
𝑥

2
Ԧ𝑟 Ԧ𝑣 −

𝑣𝑥𝑟
2

2

Transformation de l’énergie potentielle :



Détails du calcul pour le vecteur de Runge-Lentz

ℒ ′ = ℒ + 𝜖

𝑚𝑘𝑣𝑥
2𝑟

−
𝑚𝑘𝑥

2𝑟3
Ԧ𝑟 Ԧ𝑣 +

−
𝑚𝑘𝑥

2𝑟3
Ԧ𝑟 Ԧ𝑣 +

𝑚𝑘𝑣𝑥
2𝑟

ℒ ′ = ℒ + 𝜖
𝑚𝑘

𝑟
𝑣𝑥 −

Ԧ𝑟 Ԧ𝑣

𝑟2

ℒ ′ = ℒ + 𝜖
𝑑

𝑑𝑡

𝑚𝑘𝑥

𝑟

Transformation du Lagrangien :



Détails du calcul pour le vecteur de Runge-Lentz

෍

𝑖

ሶ𝑞𝑖 ሶ𝑞𝑖𝑥 −
1

2
𝑞𝑖𝑣𝑥 −

1

2
𝛿𝑖𝑘 Ԧ𝑟 Ԧ𝑣

=

𝑥 𝑣𝑥
2 + 𝑣𝑦

2 + 𝑣𝑧
2

−
1

2
𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥 + 𝑣𝑦𝑦𝑣𝑥 + 𝑣𝑧𝑧𝑣𝑥

−
1

2
𝑣𝑥 𝑥𝑣𝑥 + 𝑦𝑣𝑦 + 𝑧𝑣𝑧

= 𝑥 𝑣𝑦
2 + 𝑣𝑧

2 − 𝑣𝑥 𝑦𝑣𝑦 + 𝑧𝑣𝑧
= Ԧ𝑣 ∧ Ԧ𝑟 ∧ Ԧ𝑣 . Ԧ𝑒𝑥

Charge de Noether :


