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Introduction

Les cours précédents nous on permis de décrire la dynamique des points matériels. On a ainsi pu revoir la deuxieme
loi de Newton ou principe fondamental de la dynamique qui donne ’accélération d’un point de masse m soumis & un
ensemble de forces. On a aussi étudié le cas de la rotation en introduisant le théoreme du moment cinétique, ainsi que
le théoréme de 1’énergie cinétique pour étudier les variations d’énergie.

L’utilisation de ces lois requiert une connaissance des forces qui agissent sur le systeme et peuvent donner lieu a
des calculs lourd, on a cependant aussi vu que dans de nombreux cas, on avait conservation de certaines quantités
comme la quantité de mouvement ou de ’énergie mécanique, et que cette conservation nous permettait de simplifier
les problemes. Le but de cette lecon est de montrer que ces conservations sont liées a des principes plus généraux, et
que ces principes ne se limitent pas a la mécanique classique.

1 Lois fondamentales et invariances

Dans cette partie, on repart des postulats de la mécanique newtonienne, on peut écrire le principe fondamental de
la dynamique dans un référentiel galiléen : o
dp

ot 0

On suppose dans toute cette partie que les forces dérivent d’un potentiel : ? = —?U, ou U(x,y, z,t) est le potentiel
dans lequel évolue le systéme.

On va alors considérer des invariances : Ce sont des transformations qui laissent le systéme et sa dynamique
inchangés. On va tout de suite prendre un exemple.

1.1 Invariances spatiales

1.1.1 Invariance par translation

On dit que le probleme est invariant par translation selon une direction x lorsque la position xg n’a pas d’influence
sur la dynamique d’un systéme. Cela implique que le potentiel U ne dépendent pas de x. Ainsi, on projetant le PFD
sur ’axe x, on obtient :

dp., .  0U 0
a " 0r
on a donc conservation de la quantité de mouvement selon x.

(2)

Application : la balle lancée

On considére le skateboard sans frottement, la terre plate et infinie donc on a invariance par translation

selon z, on pourrait faire I'expérience 10 m a coté, on obtiendrait les mémes résultats. On a donc
conservation de la quantité de mouvement. Si on considére la balle de 10 kg et I'ensemble {skateboard
+ personne} de 80kg. La balle a une vitesse initiale de 2 m/s, et par conservation de la quantité de
mouvement mpvy = (Myp + my, + ms)vy donc on trouve une vitesse finale de 0.22 m/s.

Invariance par translation = Conservation de la quantité de mouvement

I Quid des rotations ¢
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1.1.2 Invariance par rotation

Cette fois, on écrit le potentiel en coordonnées sphériques : U(r, 6, ¢,t). L'invariance par rotation permet de

simplifier 'écriture de U pour avoir U(r,t). Ainsi, la force s’appliquant sur le systéme s’écrit = F,e,. Le TMC
donne :
df) —

Le moment cinétique est donc conservé.

Application : la gravitation

On verra c¢a dans la seconde partie.

Invariance par rotation = Conservation du moment cinétique

I On a vu les invariances spatiales, il reste a étudier invariance temporelle.

¢

1.2 Invariance temporelle

On considére maintenant un potentiel indépendant du temps : U(z,y, z. On repart du PFD pour obtenir :

47
g:?=—€U

W7 o Sy
a
T FUT=F - T=pr TEC
Futs) - Blt) = - [ R0 Tt ()

t1

ta
_ [ YU-a7  car dU:aa—(t]Jr?U-?dt

t1

Uz
__ / U

Uy

E (t2) + U(te) = Ec(t1) + U(t1) < En(t2) = Epn(t1) (5)

On obtient donc la conservation de I’énergie mécanique car U est le potentiel dont dérive les forces s’appliquant sur le
systeme et donc U est I’énergie potentielle du systéme. Les forces dérivant d’un potentiel indépendant du temps sont
dites conservatives car elles conservant 1’énergie mécanique. le systéme est alors dit conservatif.

donc on obtient :

Invariance temporelle = Conservation de 1’énergie mécanique
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I Passons maintenant a un exemple d’application de ces principes avec la gravitation.

|

2 Probleme a deux corps

On va s’intéresser a un systéeme de deux points matériels de masse my et mo, tels que le systéme est pseudo-isolé.

La seule force qui s’applique sur un point matériel est la force d’attraction gravitationnelle de I'autre :

Py = —gam2 i3 (6)
r12 2 712
T
olt G est la constante universelle de gravitation (6.674 x 10~ mkg=3s72), et 71 = ||@H = HOM2 - OM1H

2.1 Conservation de la quantité de mouvement

mimsa

e
La force dérive d’un potentiel U = —G qui ne dépend que de la différence OMy — OM;. On a donc une

12
invariance par toute translation, qui se traduit par une conservation de la quantité de mouvement (prévisible

vu que le systéme est pseudo-isolé). On a donc :

s ——

Or par définition du barycentre : (m + mg)O? =m10M; + moOMs;. Donc en dérivant par rapport au temps, et
en utilisant la loi de conservation : o¢ = cste, le centre de gravité est en translation rectiligne uniforme, le référentiel
barycentrique est donc galiléen, et on va dans la suite se placer dans celui-ci.

On peut alors écrire dans ce référentiel :

= —
7 = GM, :_LMlMQZ_&? (8)
my + mo my + mo
B 9)
mi + mo
—
T =757 =715 = M My (10)

La dynamique du systéme s’obtient donc en étudiant celle d’'un point matériel fictif situé en ?, on lui applique
donc le PFD.

% i
—_ 11
mq dr2 12 ( )
423
mgT; = Fgl = —?12 (12)
t
7 2 o -
mgmlm = (my +mg)F o par multiplication et différence (13)
. . . p . . mims .
La dynamique du point fictif est donc déterminée par le PFD, en prenant une masse fictive y = p—— qui
mq mo

est la masse réduite du systeme.
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mimsa mimsa

On étudie donc une masse fictive u = P soumise au potentiel U(r) = —G . On peut en
my M2

déduire toute la physique du systeme.

On a posé le probléme dans un référentiel galiléen, avec un potentiel U(r). on peut donc continuer avec les
quantités conservées.

!

2.2 Conservation du moment cinétique

On a invariance par rotation, donc on a conservation du moment cinétique :

f:?/\,u? (14)

Puisque le vecteur f est constant, sa direction ’est aussi. Or L est normal a la fois a 7 et & U donc au mouvement.
Ainsi, le mouvement est plan.

— . T AT dt
De plus, ‘L H = ur?0 est constante. Cependant, le point balaye une aire dA = % pendant d¢. On a
donc
—
w [, e .
— =" =cste=—
dt 20 2

On retrouve la deuxiéme loi de Kepler : le rayon Terre-Soleil balaie des aires égales pendant des temps égaux.

I 1l reste a exploiter l’invariance temporelle

|

2.3 Conservation de 1’énergie

le potentiel est indépendant du temps donc on a conservation de I’énergie mécanique :

1 mimso

E,, = —uv? — 16
5 HY g . (16)
Or on peut écrire :
v = v*e_r> + rﬂe_g (18)
) c?
vi =72 4+ r20? =42 + — (19)
r

On obtient donc une énergie mécanique :
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1 .
Em = 5’”2 + Epesr(r) (20)

CQ mimso

Epepf =g — G
peff = M55 —9—

Intérét 7 On s’est maintenant ramené a un probleme & une dimension, de variable r. On s’intéresse & une masse sur
un rail, soumise au potentiel F, .r¢. Faire le tracé, et schématiser les trajectoires, # Sanz.

By e (7)

Tmin T0 Tmax

O 1

FIGURE 1 — Potentiel.

On distingue alors plusieurs cas de trajectoires :

Cas 1 : L’énergie cinétique radiale est nulle et I’énergie mécanique est négative et égale a la valeur minimale de
I’énergie potentielle effective : la trajectoire est circulaire de rayon r0.

Cas 2 : L’énergie cinétique radiale s’annule en r,,,;,, et en r,,4, et ’énergie mécanique est négative : la trajectoire
est bornée, contenue dans [Fmin ; Tmaz)-

Cas 3 : L’énergie mécanique est nulle et le systeme arrive a l'infini avec une énergie cinétique nulle : la trajectoire
est minorée mais non bornée.

Cas 4 : L’énergie mécanique est positive et la particule fictive arrive a U'infini avec une énergie cinétique non
nulle : la trajectoire est minorée par rl et non bornée. On définit alors les états liés (cas 1 et 2) correspondant &
des trajectoires bornées et les états de diffusion (cas 3 et 4) correspondant a des trajectoires non bornées.

On peut ainsi déterminer si les trajectoires seront bornées (états liés) ou si on a un état de diffusion, mais pour avoir
Iallure de la trajectoire, il faudrait intégrer cette équation ce qui peut étre fastidieux.

I On a une information supplémentaire sur le probléme : le potentiel est en 1/r

¢
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2.4 Runge-Lenz

La symétrie ' associée est bizarre.

On appelle vecteur de Laplace-Runge-Lenz le vecteur ﬁ =T A f — Gmimase,. On le dérive par rapport au temps
pour obtenir :

%
dB A7 - a7 -
E*ﬁ/\ L +7/\E7gm17’r@069
1 . RN
= _gim172n2 er A prbel — Gmymabe heta (22)
wor

— —
= Gmimabeiheta — Gmimeobeiheta

-7

Le vecteur de Runge-Lenz est bien une quantité conservée. Pourquoi utiliser ce vecteur ? Il permet d’obtenir
rapidement I’expression de la trajectoire. on choisit le grand axe comme axe de référence pour les angles.

ﬁ -7 = Rrcosf = (7/\?) re; — Gmymar
= rQLr — gmimar (23)
= uC% — Gmimar

On peut alors écrire ’équation de la trajectoire :

2
On peut le tracer pour différents cas :
e ¢ =0 : cercle de rayon ry
e e <1 :ellipse
e ¢ =1 : parabole
e ¢ > 1 : hyperbole
mm;

On peut d’ailleurs montrer que E,, = G (2 —1). Pour E,, < 0, la trajectoire est non seulement bornée mais

2p
srtout elle est fermée! (OdG : cf Salamito p767).

3 Meécanique des Fluides

# Lecon de 2017.

On se place dans le cadre des fluides parfaits. Un fluide parfait incompressible obéit aux équations d’Euler de
conservation de la masse et de la quantité de mouvement, ces deux équations formant les équations de base des fluides
non dissipatifs, ainsi qu’a une version du premier principe de la thermodynamique, ces deux aspects (mécanique des
fluides et thermodynamique) étant intimement liés.

On va prouver les équations la dessous :
0
SV (pT) =0

o vp
W+(7-?)7=—7+

1. https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace-Runge-Lenz_vector#Conservation_and_symmetry
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3.1 Conservation masse

6V = dxdydz, avec un fluide de masse volumique p, de vitesse v = > v;er.

| B
IE— | | —)
d)m,z i ¢)m,z+(5m
ol i %

ox

FIGURE 2 — Conservation de la masse

On fait un bilan de flux de matiere ¢, :

5¢m,z = ¢m,x(x7 Y, z, t) - ¢m,$+5$ (aj + 6'77) Y, =, t)

Or on a ¢y, 4(z,y, 2,t) = 0ydz[pv,]. Attention considérer [pv,] comme une fonction a part entiere. D’out

Opvy

5bm v = 6YS20(—pvy) = —6
Pm, y626(—pvy) Vo,

Idem selon les autres axes :

0pv;

Spmi = —0
(b’ V@xz

oom
ot

Or on a = 0, et dm = pdV, d’ou

dom  __Op dpv;
o V= 2 o,

1=x,Y,%

Et finalement
dp
a + ? . (p?) =0

D 0
Soit — =47
01t encore avec D o + ?

Dp _

Interprétation : Ecoulement stationnaire
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Schéma : un fluide de champ de vitesse

6 ¥ et de masse volumique p, se déplacant
A de A vers B dans le volume V'

On a Green Ostrogradski qui donne la conservation du débit massique @,, = pSv dans un tuyau de lignes de
courant. On peut y voir une analogie aux tubes de courant : kgs™! — Cs™!

Cette conservation du débit massique permet une premiere compréhension des vents qui existent en altitude
et & certaines latitutes : les courant-jets. Il s’agit de forts courants d’air en altitude (vers 10 km) et ou les vents
dépassent les 100 kmh~!. La forme qu’ils prennent et leur étendue spatiale dépend des dépressions en anti-cyclones
proches. Grossierement, la conservation du débit massique appliquée & un courant-jet nous fait assimiler la surface a
la différence de pression entre dépression et anti-cyclone. Ainsi, une différence de pression plus grande va rendre plus
dense et accélérer le courant-jet 2.

3.2 Bernoulli (conservation de I’énergie)

A Tlinstar de la mécanique du point et du solide, il est courant de s’intéresser au bilan énergétique en mécanique
des fluides, et encore plus dans la météorologie et I’océanographie.

On reprend le schéma préccédent, A et B dans un champs de force potentiel qu’on appelle 7 =— ge_z> (oui c’est le
poids). L’énergie volumique € = €, + €, + p+ 7dt est la somme d’un terme cinétique, potentiel, interne et de puissance
volumique algébrique regue.

€ = €ci + €pi + i + midt i=AouB

L
€ = 5PV

SPUC T pigzi + Pit i + midt

On écrit lenthalpie (volant, comme Alladin) : h =y + P

1
€, = ngEm + Pig%z; + hz + 7T¢dt

On se place en régime stationnaire, ce qui impose que 1’énergie volumique en A est la méme que celle en B car on
a une invariance temporelle®. On fait la différence et on tombe sur la relation générale de Bernoulli.

1
§p72 + pgz + h + wdt = cst

Fluide parfait sans puissance

1
§p72 + pgz = cst

Plus que 4 inconnues, on peut s’en sortir!!

2. https://wuw.bbc.com/weather/feeds/16578747
3. CF partie 1.
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Il est courant de voir la relation de Bernoulli écrite avec la pression a la place de I’enthalpie; il faut pour cela
supposer que l’énergie interne volumique du fluide ne varie pas.

I1 faut donc encore diminuer le nombre d’inconnue et/ou ajouter des équations pour résoudre le systéme d’équation.
Si on se place dans le cas incompressible, souvent pris en compte avec la relation de Bernoulli, la seconde équation est
alors la conservation du débit volumique et une inconnue a été supprimé. Mais cela reste un systéme de 2 équations
a 3 inconnues. Pour le résoudre, on va alors chercher une position ou les grandeurs sont connues, par exemple & une
ouverture sur I’extérieur ou la pression est assimilée a la pression atmosphérique et la vitesse du fluide, nul. Il va donc
s’agir de remonter de proche en proche jusqu’a déterminer les grandeurs la ol on le désire. Un autre point intéressant
est de constater qu’a altitude constante, et pour un rétrécissement de la section, la vitesse du fluide augmente par
conservation du débit volumique et que la pression diminue. Ce qui peut étre contre-intuitif : il n’aurait pas été
forcément absurde de considérer qu’une vitesse de fluide plus élevée implique un pression plus grande 3 . En tout cas,
la relation de Bernoulli découle d’un conservation de I’énergie, telle qu’on en croise souvent en mécanique du point et
du solide.

3.3 Conservation de la vorticité potentielle

Voir legon de 2017, ou wikipédia : https://fr.wikipedia.org/wiki/Tourbillon_potentiel.

Important : ce n’est pas la vorticité qui est conservée, mais le produit de la vorticité avec la température.

4 Formalisme lagrangien

Un formalisme plus puissant pour mettre en évidence le lien entre symétries et quantités conservées est le formalisme
Lagrangien.

4.1 Lagrangien

Considérons un systéme dynamique repéré par des parameétres de position ¢; (aussi appelés coordonnées générali-

, R . .. , . qi N
sées). Au cours du temps, ces paramétres varient, leur taux de variation étant ¢; = —. L’ensemble des parametres

; du systeme est constitué des g;, des ¢; et du temps ¢. Dans un grand nombre de situations, il est possible de définir
une fonction L[y;] telle que, si on pose :

_ oL
pz—aqi

(la dérivée partielle étant calculée comme si les parameétres étaient indépendants entre eux), alors les équation du
mouvement sont données par :

dt N 8qi'

(25)

Formellement on constate que ces équations s’obtiennent par application du principe de moindre action (ou principe
d’action extrémale), qui s’écrit :

oS
depi

=0 (26)

avec I'Action S[p;] = [ Llpi(s)]d™s.

10
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Les équations du mouvement obtenues sont alors équivalentes aux équation d’Euler-Lagrange issues du principe
précédent. Un systéme dynamique dont les équations du mouvement peuvent s’obtenir a partir d’'un lagrangien est
un systéme dynamique lagrangien. C’est le cas de la version classique du modeéle standard (physique des particules),
des Lois du mouvement de Newton, des équations de la relativité générale, et de problemes purement mathématiques
comme les équation des géodésiques.

4.2 Le Lagrangien de la mécanique classique

Le lagrangien de la mécanique classique est la différence entre 1’énergie cinétique et I’énergie potentielle, considérées
comme des fonctionnelles.

L=T-V=E,—E, (27)

Les coordonnées sont alors les ¢;; = x;, ¥;, 2; de chaque particule dans le systeme, et leurs dérivées.

On retrouve

L(?7?7t) = E.—FE, = %m72 — V(?) = %m?z — V(?)

Les équations du mouvement sont donc :

d(@L)_&LZO

oL 9V
oL 0 1 2
Al A CLESREE
d oL i
at \ox; ) "
LoV
max; + 6$i 0

Soit finalement le PFD :

mT = —?V

4.3 Théoréme de Noether

Théoréme de Noether : A toute transformation infinitésimale qui laisse le Lagrangien d’un systeme invariant a
une dérivée temporelle totale pres correspond une grandeur physique conservée.

Démonstration
Soit un Lagrangien L = L(g;,¢;,t) qui dépend de N [[coordonnées généralisées||] ¢; = ¢;(t), avec i = 1,...,N.

Selon le [[principe de moindre action]], Paction S = [ Ldt est stationnaire sur une trajectoire physique. Ceci méne
directement aux [[équations d’Euler-Lagrange]] :

11
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d /0L oL 0
dt 8(]1 aqi B
Aussi, sous une transformation infinitésimale des coordonnées ¢; — ¢} = ¢; + .dq;, si le Lagrangien est invariant a

d
une dérivée temporelle totale pres (c-a-d. : L — L' = L+«a.0L = L+aaF(qi, t), pour une fonction quelconque F(g;, t)

qui ne dépend que des coordonnées généralisées et du temps), alors les équations du mouvement sont inchangées. Sous
cette hypothese, en calculant le Lagrangien au premier ordre du développement de Taylor, on obtient :

oL oL

OL =2 05g + 22 P
.0 8qia 0q; + aqia 0q; (28)
OL oL d
d /0L oL d [9OL
= — 0q; - — 0q;.
dt <8czf‘ q) i L?qi at (841»)}0‘ ‘ (30

Notons que le deuxieme terme de la seconde ligne n’est autre que I'un des termes obtenable via la regle de Leibniz :

d [OL d (0L oL d
— | =6q; | = — 20q; + — - — (0g; 31
. , 0L d R
Nous avons donc simplement remplacé 9 Al -dq; par les autres termes de la régle en tenant compte du facteur a.
qi

Enfin, dans notre dernier ligne, le deuxiéme terme est nul car il s’agit de I’équation d’Euler-Lagrange pour ¢;. Ainsi,
par comparaison avec I’hypothese de départ, on a :

oL

On définit la quantité conservée du systeme :

OL
d4;”

d
= iat =u.
car dtC(q )=0

12
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