
Relativite  Restreinte 

 

{

𝑐𝑡′ = 𝛾(𝑐𝑡 − 𝑥𝛽)

𝑥′ = 𝛾(𝑥 − 𝛽𝑐𝑡)   

𝑦′ = 𝑦                     

𝑧′ = 𝑧                      

                                   𝛾 =
1

√1 − 𝛽2
                                  𝛽 =

𝑣

𝑐
 

     Transformations de Lorentz (selon 𝑥)                    facteur de Lorentz 

 

Relativité restreinte d’Einstein : 
 Il existe des observateurs d’inertie qui sont en mouvement rectiligne uniforme les uns par rapports aux 

autres 

 Aucun objet ne peut avoir une vitesse supérieure à la vitesse de la lumière dans le vide 𝑐 
 Pas de simultanéité absolue 

 

Métrique 
𝑔 symétrique mais pas défini positif : 

𝑔 = (

1
−1

−1
−1

) 

 
𝑑𝑠 = 𝑔𝜇𝜈𝑑𝑥

𝜇𝑑𝑥𝜈 

𝑑𝑠2 = 𝑐2𝑑𝑡2 − 𝑑𝑥⃗⃗⃗⃗ 2 = (𝑐2 − 𝑣2)𝑑𝑡2  invariant relativiste 

Temps propre  𝝉 et référentiel propre 

𝑑𝜏2 =
𝑑𝑠2

𝑐2
=
𝑑𝑡2

𝛾2
     invariant 

Référentiel propre se déduit de 𝒪 par une transformation de Lorentz (dans son référentiel propre, la vitesse de la 
particule est nulle) 
 

Transformations de Lorentz selon 𝒙 

(

𝑐𝑡′
𝑥′
𝑦′

𝑧′

) = (

𝛾 −𝛾𝛽   

−𝛾𝛽 𝛾   
 
 

 
 

1
 

 
1

)(

𝑐𝑡
𝑥
𝑦
𝑧

) 

Transformation inverse : 𝛽 → −𝛽 et 𝛾 → +𝛾 

Quadrivecteurs et tenseurs 
𝑋𝜇 : coordonnées contravariantes  𝑋0 = 𝑋0 (temps) 

𝑋𝜇 : coordonnées covariantes   𝑋𝑖 = −𝑋𝑖   𝑖 ∈ {1,2,3} 

𝑋𝜇 = 𝑔𝜇𝜈𝑋𝜈                     𝑋𝜇 = 𝑔𝜇𝜈𝑋
𝜈 

 

Produit scalaire : 𝐴 ∙ 𝐵 = 𝐴𝜇𝐵𝜇 = 𝐴𝜇𝐵
𝜇 = 𝐴0𝐴0 − 𝐴 ∙ 𝐵⃗  

𝜕

𝜕𝑋𝜇
= 𝜕𝜇                     

𝜕

𝜕𝑋𝜇
= 𝜕𝜇 

Contravariant : 𝑋′𝜇 = Λ𝜇𝜈𝑋𝜈 
Covariant :  𝑋′𝜇 = 𝑋𝜈𝐿

𝜈
𝜇 

𝜕′𝜇 = 𝜕𝜈𝐿
𝜈
𝜇               𝜕′

𝜇 = Λ𝜇𝜈𝜕
𝜈 



Quadrivecteur vitesse 

Quadrivecteur position 𝑋𝜇 = (𝑐𝑡, 𝑋 ) 

vitesse : 𝑈𝜇 =
𝑑𝑋𝜇

𝑑𝜏
 

𝑑

𝑑𝜏
= 𝛾

𝑑

𝑑𝑡
                                                    𝑈𝜇 = (𝑈0, 𝛾

𝑑𝑋 

𝑑𝑡
) 

Dans le référentiel propre instantané d’une particule : 𝑈∗𝜇 = (𝑐, 0⃗ ) 

 

Loi de composition des vitesses 

𝑣′∥ =
𝑣∥ − 𝑣𝑒

1 −
𝑣∥𝑣𝑒
𝑐2

                         𝑣 ′⊥ = 𝑣 ⊥
√1 − 𝑣𝑒

2 𝑐2⁄

1 −
𝑣∥𝑣𝑒
𝑐2

 

 

Groupes de Lorentz et de Poincaré 

𝜂 = (

1
−1

−1
−1

)               𝑑𝑠2 = 𝜂𝜇𝜈𝑑𝑋
𝜇𝑑𝑋𝜈 

𝑋𝜇
                    
→      𝑋′𝜇  on veut 𝑑𝑠2 = 𝜂𝜇𝜈𝑑𝑋′

𝜇𝑑𝑋′𝜈  pour préserver la métrique plate 

or     𝜂𝜇𝜈𝑑𝑋′
𝜇𝑑𝑋′𝜈 = 𝜂𝜇𝜈

𝜕𝑋′𝜇

𝜕𝑋𝜌
𝜕𝑋′𝜈

𝜕𝑋𝜎
𝑑𝑋𝜌𝑑𝑋𝜎           donc          𝜂𝜇𝜈

 
𝜕𝑋′𝜇

𝜕𝑋𝜌
𝜕𝑋′𝜈

𝜕𝑋𝜎
 

= 𝜂𝜌𝜎   (1) 

 𝜕𝜇𝜕𝜈𝑋′
𝜎 = 0  (condition nécessaire) 

 𝑋′𝜇 = Λ𝜇𝜈𝑋
𝜈 + 𝑎𝜈  où Λ𝜇𝜈 et 𝑎𝜈 sont indépendant de 𝑋 

 𝑋′𝜇 = 𝑋𝜈 + 𝑎𝜈 : translation d’espace-temps, relation(1) satisfaite, préservation de la métrique plate 

 𝑋′𝜇 = Λ𝜇𝜈𝑋
𝜈 : (1)      ⇔      𝜂𝜇𝜈Λ

𝜇
𝜌Λ
𝜈
𝜎 = 𝜂𝜌𝜎      ⇔      𝜂 = Λ 

𝑡 𝜂Λ 

    Λ : 16 coefficients      ↳ 10 équations     donc 6 coefficients libres 
⇒ (det Λ)2 = 1     ⇔     det Λ = ±1     (+1 pour le groupe de Lorentz propre) 

Transformations infinitésimales 

Λ = 1 + 𝐿      ⇒      Λ 
𝑡 𝜂Λ = 𝜂 + 𝜂𝐿 + 𝐿 

𝑡 𝜂 + 𝒪(𝐿2) 

 𝜂 = Λ 
𝑡 𝜂Λ     ⇔      𝜂𝐿 + 𝐿 

𝑡 𝜂 = 0          𝑀 = 𝜂𝐿 = − 𝐿 
𝑡 𝜂 = − 𝑀 

𝑡  

𝐿 = (

0 𝐿01 𝐿02 𝐿03
𝐿01 0 𝐿12 𝐿13
𝐿02
𝐿03

−𝐿12
−𝐿13

0 𝐿23
−𝐿23 0

)

    ↳ boosts   rotations

 

Exemple : 

𝐿 = (

0 −𝜓 0 0
−𝜓 0 0 0
0
0

0
0

0 0
0 0

)                𝑒𝐿 = (

ch𝜓 −sinh𝜓 0 0
− sh𝜓 ch𝜓 0 0
0
0

0
0

1 0
0 1

) = (

𝛾𝑒 −𝛾𝑒𝛽𝑒   

−𝛾𝑒𝛽𝑒 𝛾𝑒   
 
 

 
 

1
 

 
1

) 

𝛾𝑒 = ch𝜓               𝛾𝑒𝛽𝑒 = sh𝜓              𝛽𝑒 = th𝜓 

Correspond à une transformation de Lorentz pure suivant 𝑥 : 𝛽𝑒⃗⃗⃗⃗ = th𝜓 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗  

Λ(𝑣′𝑒)Λ(𝑣𝑒) : Transformation de Lorentz associée à 𝜓 + 𝜓′ 

 

Algèbre 

𝐽𝑖 : Générateurs associés aux rotations 

𝐾𝑖 : Générateurs associés aux boosts (𝐾1 = (
0 1  
1 0  
  (0)2

),…) 

[𝐽𝑖 , 𝐽𝑗] = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝐽𝑘           [𝐾𝑖, 𝐾𝑗] = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝐽𝑘          [𝐽𝑖, 𝐾𝑗] = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝐾𝑘 



Dynamique relativiste 

𝑚
𝑑𝑈𝜇

𝑑𝜏
= 𝑚

𝑑2𝑋𝜇

𝑑𝜏2
= 𝐹𝜇 

𝐹𝜇 doit vérifier 𝑈𝜇𝐹𝜇 = 0 

Action de la particule relativiste libre de masse ≠ 𝟎 

Particule évoluant entre 𝑀1 et 𝑀2, sur un chemin paramétré par 𝜎 ∈ [𝜎1, 𝜎2], longueur (dans l’espace-temps) : 

𝑆 = −𝑚𝑐∫ 𝑑𝑠
𝑀2

𝑀1

= −𝑚𝑐∫ √𝜂𝜇𝜈
𝑑𝑋𝜇

𝑑𝜎

𝑑𝑋𝜈

𝑑𝜎
𝑑𝜎

𝜎2

𝜎1

 

𝑑𝑠2 = 𝜂𝜇𝜈𝑑𝑋
𝜇𝑑𝑋𝜈                     𝑑𝑠 = √𝜂𝜇𝜈

𝑑𝑋𝜇

𝑑𝜎

𝑑𝑋𝜈

𝑑𝜎
𝑑𝜎 

Paramétrisation possible par 𝜎′(𝜎) : 𝑆 = −𝑚𝑐 ∫ √𝜂𝜇𝜈
𝑑𝑋𝜇

𝑑𝜎′

𝑑𝑋𝜈

𝑑𝜎′
𝑑𝜎′

𝜎′2
𝜎′1

  
𝑑𝑋𝜇

𝑑𝜎′
=
𝑑𝑋𝜇

𝑑𝜎

𝑑𝜎

𝑑𝜎′
 

Equation d’Euler-Lagrange et principe de moindre action 

𝐿 = −𝑚𝑐√𝜂𝜇𝜈
𝑑𝑋𝜇

𝑑𝜎

𝑑𝑋𝜈

𝑑𝜎
= −𝑚𝑐√𝜂𝜇𝜈

𝑑𝑋𝜇

𝑑𝜎

𝑑𝑋𝜇

𝑑𝜎
 

𝑑

𝑑𝜎
(

𝜕𝐿

𝜕 (
𝜕𝑋𝛼

𝜕𝜎
)
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑋𝛼
= 0          ⇔          

 

 
𝑑

𝑑𝜎
(
𝑑𝑋𝛼
𝑑𝜏
) = 0 
 

          ⇔           𝑚
𝑑2𝑋𝜇

𝑑𝜏2
= 0 

Remarques : 

 𝑚 invariant relativiste, 𝑚
𝑑2𝑋𝜇

𝑑𝜏2
 quadrivecteur  

 paramètre 𝜎 quelconque, on pourrait utiliser 𝑋0, càd 𝑡 (𝑋0 = 𝑐𝑡) :  

𝑆 = −𝑚𝑐∫ √1 −
𝑣2

𝑐2
𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

 

Invariance par translation d’espace-temps 

Longueur : évident qu’invariant    𝛿𝑋𝜇 = 𝛼𝜇               𝑋0 = 𝑐𝑡    à un facteur 𝑐 près 
𝛿𝑋𝜇 = 𝛼𝜇 avec 𝛼 indépendant de 𝜎   𝛼0 : translation temporelle 

𝑆 ne dépend que de 
𝑑𝑋𝜇

𝑑𝜎
 avec 𝛿 (

𝑑𝑋𝜇

𝑑𝜎
) = 0  𝛼𝑖 : translation spatiale

Quantité conservée (Noether) : 
𝜕𝐿

𝜕 (
𝜕𝑋𝜇

𝜕𝜎
)
= −𝑚

𝑑𝑋𝜇

𝑑𝜏
                  𝑃𝜇 = 𝑚

𝑑𝑋𝜇

𝑑𝜏
 

𝑃𝜇 est associé à l’invariance par translation d’espace-temps 
𝑑𝑃𝜇

𝑑𝜏
= 𝑚

𝑑2𝑋𝜇

𝑑𝜏2
= 0 

Newton : quantité conservée par translation potentielle = énergie ⇒ 𝐸 = 𝑃0𝑐 
 

Quadrivecteur énergie-impulsion 
Energie : 𝐸 = 𝑃0𝑐   𝑃𝜇 = 𝑚𝑈𝜇 = (𝛾𝑚𝑐 , 𝛾𝑚𝑣 ) donc 𝐸 = 𝛾𝑚𝑐2 
En particulier, particule massive au repos (𝛾 = 1) : 𝐸0 = 𝑚𝑐2 
 
Energie cinétique : 𝑇 = 𝐸 − 𝐸0 = (𝛾 − 1)𝑚𝑐2 

𝑈𝜇𝑈𝜇 = 𝑐
2           ⇒           𝑃𝜇 = (𝑃0 =

𝐸

𝑐
 , 𝑃⃗ = 𝛾𝑚𝑣 )                    𝐸2 − 𝑃⃗ 2𝑐2 = 𝑚2𝑐4 

Quadrivecteur énergie-impulsion : 𝑃̃ = (
𝐸

𝑐
 , 𝑃⃗ )  suggère 𝐸 = ℏ𝜔 et 𝑃⃗ = ℏ𝑘⃗ = ℏ

𝜔

𝑐
𝑛⃗  

𝑃̃ = ℏ
𝜔

𝑐
(1, 𝑛⃗ ) 

On a bien 𝑃𝜇𝑃𝜇 = 0  (photon = particule de masse nulle, donc vitesse 𝑐) 

Collisions : Pas de conservation de la masse totale 


